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Dispersion der Plasmafrequenzen und abgeschirmte Austauschenergie
im supraleitenden Zustand

Von L. TEworpT

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitat Miinster i. W.
(Z. Naturforschg. 15 a, 490—502 [1960] ; eingegangen am 9. Februar 1960)

Die Theorie der Supraleitung von BCS wird konsequent auf der Grundlage der kollektiven Be-
schreibung von Barpeex und Pines weitergefiihrt. Fiir die BCS-quasi-Teilchenpaare erhilt man die
Gleichungen der Bewegung mit dem vollstindigen Elektronen-HamiLtox-Operator (BCS-Basisanteil
plus von BCS vernachldssigte Wechselwirkungen zwischen Elektronenpaaren mit einem von 0 ver-
schiedenen Gesamtimpuls und Gesamtspin 0) nach der verallgemeinerten ,random phase approxi-
mation®, und mit ihrer Hilfe werden die Korrekturen der Matrixelemente der Dichteschwankungen
gegeniiber den Matrixelementen mit BCS-Anregungen bestimmt. Diese korrigierten Matrixelemente
werden in die allgemeinen Ausdriicke fiir die longitudinale Dielektrizititskonstante und die abge-
schirmte Austauschenergie eingesetzt, wie sie sich nach der gewdéhnlichen gut gesicherten random
phase approximation in einer zu Nozieres und Pixes analogen Formulierung ergeben. Die entstehen-
den Summen lassen sich mit Hilfe von Wexsrzer-Transformationen in Integrationen umformen und
auswerten. Die Ergebnisse sind: Die Plasmafrequenzen sowie die Komponenten der abgeschirmten
Austauschenergie zu kleinen Wellenzahlen werden durch den Ubergang normal-supraleitend nicht
beeinfluft. Das Ergebnis von BCS fiir die Kondensationsenergie des supraleitenden Zustandes beim
absoluten Nullpunkt der Temperatur und die daraus gezogenen SchluBfolgerungen bleiben somit
auch unter Beriicksichtigung der von der weitreichenden CouLoms-Wechselwirkung stammenden Ener-
gien im Rahmen der benutzten Approximationen richtig.

Die neuere Theorie der Supraleitung von BARDEEN,
Cooper und Scurierrer! basiert auf dem von
Barpeen und Pixes? in Verallgemeinerung der
Boum—Pinesschen 3 kollektiven Methode gewonnenen
Hawmirron-Operator fiir das System der miteinander
in Wechselwirkung stehenden Elektronen, Phononen
und Plasmonen. Die Plasmonen sind die Quanten
der Plasmaschwingungen, das sind kollektive kom-
binierte Bewegungen der Elektronen und Gitter-
ionen mit einer Frequenz nahe

= (4”82!‘?)"‘ (1)

m
(N = Elektronendichte), die durch die Couroms-
Wechselwirkungen grofer Reichweite hervorgerufen
werden. Normalerweise sind sie nicht angeregt, da
h wp==15 eV ist. Die bei Abseparation der Plasma-
schwingungen aus dem urspiinglichen HamivLTox-
Operator entstehenden Wechselwirkungen zwischen
Elektronen, Phononen und Plasmonen konnen durch
kanonische Transformationen eliminiert werden; das

Ergebnis 1af3t sich schematisch durch

H=Hq+ Hieg+ Hpy (2)
reprasentieren, wo
Helek+Hsr+Hv+Hrp (3)

1 J. Barpeen, L. N. Coorer u. J.R. Scurierrer, Phys. Rev.
108, 1175 [1957]. Diese Arbeit wird im folgenden mit
BCS bezeichnet.

der neue Hamirron-Operator fiir die Elektronen-
bewegung ist. Hieq besteht aus einer Kollektion von
Plasmaoszillatoren mit Wellenzahlen Q, die kleiner
als eine gewisse maximale Wellenzahl Q. sind, und
Frequenzen w, die sich aus einer Dispersionsglei-
chung bestimmen. H,, ist der Hamitron-Operator
fir das Phononenfeld. Die einzelnen Bestandteile
von H. haben die folgende Bedeutung: H ist die
Summe der Brocu-Energien der Elektronen; Hy, ist
die nicht in Plasmaschwingungen transformierte
Couroms-Wechselwirkung kurzer Reichweite der
Elektronen untereinander; H, und H,, sind die
durch virtuellen Austausch von Phononen bzw. Plas-
monen hervorgerufenen Wechselwirkungen zwischen
den Elektronen. Die wesentlichste Approximation
zur Gewinnung von H besteht in der sogenannten
Approximation der statistischen Phase (random
phase approximation). Die Theorie der Supraleitung
von BCS beschaftigt sich ausschliellich mit dem An-

teil
H0=HA'+Hsr+H\' (4‘)
des Elektronenoperators H,.

Das Ziel dieser Arbeit besteht nun darin, die
Frage zu klaren, ob die aus der Couroms-Wechsel-

2 J. Barpeen u. D. Pines, Phys. Rev. 99, 1140 [1955].
3 D. Bouwm u. D. Pines, Phys. Rev. 92, 609 [1953].
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wirkung grofler Reichweite entstandenen Anteile
Hiyq und H,, des Gesamt-Hamirton-Operators H
einen Beitrag zu der von BCS allein aus H; gewon-
nenen Kondensationsenergie des supraleitenden Zu-
standes liefern. Mit anderen Worten: es soll die
Differenz der Erwartungswerte von Hieq bzw. Hy,
fir den supraleitenden und den normalen Grund-
zustand des Systems berechnet werden, Dazu werden
wir die von Nozieres und Pixes* gegebene Formu-
lierung fiir das Plasmaproblem bei Abwesenheit von
Gitterschwingungen zugrunde legen; im Vergleich
zu dem Hamirron-Operator H;, in I tritt hier zusitz-
lich das durch virtuellen Phononen-Austausch ent-
standene Glied H, auf. Die Methode aus I 1af3t sich
genau dann ibertragen, wenn die sogenannte longi-
tudinale Summenregel erfillt ist, welche besagt, daf}

Z ;(9(Q))n012h(’)m):]v(hzog/2 m) (5)

ist. Hierin bedeutet 0(Q) die Dichteschwankung,
das ist die Fourier-Komponente der Elektronen-
dichte zur Wellenzahl Q, und n und O sind die an-
geregten Zustande bzw. der Grundzustand des Ha-
miLton-Operators H, mit Energiedifferenzen h w,.
Die Summenregel ergibt sich ganz allgemein, wenn
der Kommutator von Hy mit 0(Q) gleich dem Kom-
mutator von H; mit 0(Q) ist. Das ist aber auch hier
der Fall, da nach ANpERsON?

[H,.0(Q)]=0 (6)

gilt. Die Dispersionsgleichung fiir die Plasmafre-
quenzen o stellt sich dann nach I in der Form

e(Q,mg) =0 (7)

dar, wo

£(Q.2) =1- 275 3 [(2(Q)u* (8)

h wno

B ham®
ist. Von Nozieres und Pixes® wurde gezeigt, daf}
¢(Q,2) die longitudinale Dielektrizitatskonstante
darstellt,; welche die Abschirmung der Couroms-
Wechselwirkungen in einer oszillierenden Testladung
mit Wellenzahl Q und Frequenz {2 bestimmt. Die
Dispersionsgleichung (7) ergibt sich danach schon
aus einfachen elektrodynamischen Uberlegungen,
da eine longitudinale Welle nur dann fortschreiten

4 P. Nozieres u. D. Pixes, Phys. Rev. 109, 741 [1958]. Diese
Arbeit wird im folgenden mit I bezeichnet.

5 P. W. Axperson, Phys. Rev. 112, 1900 [1958].

6 P. Nozieres u. D. Pves, Phys. Rev. 109, 762 [1958].
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kann, wenn die longitudinale Dielektrizitatskonstante
verschwindet. Der Erwartungswert von Hi,, im
Grundzustand, mit £ bezeichnet. ist nun gleich der
Nullpunktsenergie des Plasmonenfeldes,

Eplz Z%h(!)o,
Q<0

(9)

und der Erwartungswert des durch virtuellen Plas-
monenaustausch hervorgerufenen Wechselwirkungs-
gliedes H,;, im Grundzustand O von H| ist nach I

durch den Ausdruck
Ei=— 3 222 5 |(0(Q))m 2

0<0Q.

(h wnll)g
(R wQ)*— (h wno)?

(10)

gegeben. E, wird als abgeschirmte weitreichende
Austauschenergie bezeichnet, wobei ,abgeschirmt®
und ,,weitreichend besagen, dal die Summanden
in (10) gegeniiber den entsprechenden Gliedern in
dem Ausdruck fiir die gewohnliche Austauschenergie
um den Faktor — m,%/(®g®>— wp?) reduziert sind,
bzw. daf} in (10) nur Komponenten mit Wellenzah-
len |Q|<Q,. auftreten. Da sich beim Ubergang
normal — supraleitend die Eigenzustinde n von H,
und damit auch die Energiedifferenzen k »,;, und
die Matrixelemente (0(Q)), andern, werden sich
eventuell auch £, und E, dndern. Unsere Aufgabe
besteht also darin, die Eigenzustinde von H und
die zugehorigen Matrixelemente der Dichteschwan-
kungen zu ermitteln und dann die Summen (8) bzw.
(10) auszuwerten.

Grundlegend fiir die Theorie von BCS sind die in
H enthaltenen Wechselwirkungen zwischen Elektro-
nenpaaren mit Gesamtimpuls 0 und Gesamtspin O,
die im Mittel anziehend (negativ) sind, wenn der
energetische Abstand der beteiligten Paare von der
Fermr-Kante kleiner als ein mittleres Phononen-
quant ist. Das erkennt man aus der in Gl. (20) ge-
gebenen Gestalt des Matrixelementes dieser Wechsel-
wirkung. Diesen Anziehungen wirken die durch die
Couroms-Wechselwirkung kurzer Reichweite H,, her-
vorgerufenen AbstoBungen entgegen. Uberwiegt im
Mittel die Anziehung, so 1at sich nach BCS ein
Grundzustand konstruieren, der eine niedrigere
Energie als der normale Grundzustand. also der
Fermi-See, besitzt. Dieser Zustand, mit ypc5 bezeich-
net, ist gegeben durch

* *
WBes = l l ( Wy + Vj; Cpy c—k;) Py .
k

o]

(11)

y, bedeutet das Vakuum, ¢;, und ck. sind die Ope
ratoren, die ein Elektron mit Wellenzahl k und



492

Spin ¢ erzeugen bzw. vernichten, und u; und v
sind Parameter, deren Quadratsumme gleich 1 ist.
Fiir die uy , v gibt es zwei Losungssitze, einmal den
zum normalen Zustand gehorigen, gegeben durch

V= 1 fir k<k[ ’
v, =0 fur k>k-

(kr = Wellenzahl der Fermr-Kante). und dann den
des supraleitenden Zustandes. den wir spater explizit
angeben werden und der sich von ,,normalen“ nur
in einer durch die ,Energieliicke* gegebenen Um-
gebung der Fermi-Kante wesentlich unterscheidet. In
der Theorie von BCS wird derjenige Anteil von
(Hy+H,). der zu Wechselwirkungen zwischen Elek-
tronenpaaren mit einem von 0 verschiedenen Ge-
samtimpuls Anla} gibt, nicht beriicksichtigt. Dieser
Anteil soll im folgenden mit H; bezeichnet werden.
und der von BCS allein behandelte Hamirton-Ope-
rator, wie dort, mit H,.q . so dal}

H0=Hred+H1

u;,.=0.
u;,-=1.

(12)

(13)

wird. Die angeregten Zustinde von H,, gewinnt
man aus dem Grundzustand wpcs am einfachsten
durch Anwendung der von Bocorsusov 7 eingefiihr-
* * .
ten Operatoren ;.. 7., die durch
ar ¥
YRO=Ur Cpt —Vr C_py s

(14)

*
VR1=UL C_k| + Uk Cpy

definiert sind; sie bestehen also aus einer Art ,,Mi-

schung® von Elektron und Loch. Da die Anwendung

der yio und y;y auf ypes O ergibt, kann man ypes

als das Vakuum fiir die ,,quasi-Teilchen-Anregun-
« * s g

gen“ v wees und y.; wpes bezeichnen, die ihrer-

seits Eigenlosungen von H,.q mit einer Energie

Ex=+ (a2 + 1D (15)

darstellen. ¢, ist die zur Wellenzahl K eines (freien)
Elektrons gehorige Energie, von der Fermi-Kante
aus gerechnet, und /; der spiter zu definierende
Energielickenparameter. Zur Behandlung der Fra-
gen der Couroms-Wechselwirkung ist es zweckmalBig,
an Stelle der Ein-Teilchen-Anregungen die Teilchen-
paar-Anregungen

’

I =7'l:+Qo Yx1 ¥BCs (16)

7 Siehe den zusammenfassenden Artikel von N. N. BocoLiusov,
V. V. ToLmacrov u. D. V. Surkov in ,,Fortschritte der Phy-
sik“, Bd. VI, Heft 11/12, Akademie-Verlag, Berlin 1958.

8 G. Rickayzen, Phys. Rev. 115, 795 [1959].
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zu betrachten, deren Energie gleich
vi(Q) =Ei+Ei.q (17)

und deren Impuls gleich & Q ist. Diese n” sind eben-
falls Eigenlosungen zu H,.; und bilden zusammen
mit 0" =ypes ein vollstindiges System. Beim Uber-
gang zum Normalzustand gehen sie in die Elektron-
Loch-Paaranregungen des Fermi-Sees tiber.

Von BCS wurde mit Hilfe von Stérungsrechnung
gezeigt. dal der Wechselwirkungsanteil H; von H,
im Vergleich zu dem Basisanteil H,., nur einen un-
bedeutenden Beitrag zur Kondensationsenergie des
supraleitenden Zustandes liefert. Der Einflu} von
H, auf die Matrixelemente der Dichteschwankungen
erweist sich dagegen als keineswegs vernachlassighar
klein. Allerdings ist es nach Rickayzen® in gewissen
Fillen der Anwendung der Theorie richtig, an Stelle
der Matrixelemente (2(Q) ),y die (2(Q)),’o zu neh-
men; so ist z. B. auch die Berechnung des Verhalt-
nisses der durch Phononen begrenzten Warmeleit-
fahigkeit im supraleitenden und normalen Zustand
in der Arbeit von Barpeex, Rickayzex und TEworpr
gerechtfertigt.

Um den Effekt von H, zu bestimmen, werden wir
in Analogie zu dem Verfahren bei BocoLyusov 7 nur
solche Glieder der Wechselwirkung H, berticksichti-
gen, die entweder zu einer simultanen Anregung
(Vernichtung) von zwei Teilchenpaaren n’ mit ent-
gegengesetzten Impulsen # Q und —#% Q fithren,
oder aber zur Anregung eines Paares n” mit Impuls
h Q unter gleichzeitiger Vernichtung eines anderen
Paares mit dem gleichen Impuls & Q. Man betrach-
tet also nur Wechselwirkungen der Teilchenpaare
mit dem BCS-Grundzustand, aber nicht Streuprozesse
zwischen verschiedenen Teilchenpaaren, was wegen
der geringen Anregungszahlen von Paaren bei tiefen
Temperaturen sinnvoll ist. Dies entspricht der von
Brueckner, GELL-MaNN 1% und Sawapa ! bei Berech-
nung der Korrelationsenergie des freien Elektronen-
gases gemachten Approximation. Mit einem Ersatz-
Hamivron-Operator fir H,, dessen Wechselwirkungs-
anteil nur zu den oben beschriebenen Prozessen An-
laf} gibt, werden nach der von Sawapa !! entwickel-
ten Methode die Gleichungen der Bewegung fiir die
Teilchenpaar-Anregungen n’ aufgestellt. Aus diesen

9 J. Baroeen, G. Rickayzex u. L. Teworpt, Phys. Rev. 113,
982 [1959].

10 K. A. BrueckNer u. M. Gerr-Many,
[1957].

11 K. Sawapa, Phys. Rev. 106, 372 [1957].

Phys. Rev. 106, 364



PLASMAFREQUENZEN UND AUSTAUSCHENERGIEN IM SUPRALEITENDEN ZUSTAND

lassen sich dann in Analogie zu dem Verfahren von
Rickavzen ® die im Rahmen dieser Approximation
korrekten Eigenzustande n von H, und die Matrix-
elemente (0(Q)),y der Dichteschwankungen ermit-
teln. Die bei Einsetzung der (0(Q)),o in die Gln.
(8) und (10) fiir Dielektrizititskonstante £(Q, Q)
und abgeschirmte Austauschenergie E, entstehenden
Summen iiber n werden mit Hilfe einer Art WENTZEL-
Transformation !? umgeformt, so da} sie ausgewer-
tet werden konnen.

Es ist an dieser Stelle auf das Verhiltnis der vor-
liegenden Arbeit zu den Arbeiten von ANDERsoN?
und Rickavzen® einzugehen. ANDERsoN geht von
einem Hawmicton-Operator aus, in dem die CouLoms-
Wechselwirkung grofler Reichweite nicht in Plasma-
schwingungen umtransformiert ist, und gewinnt
durch Linearisierung Gleichungen der Bewegung fiir
gewisse ,,Infinitesimale erster Ordnung®, die spater
in Gl. (24) definiert werden. Diese Approximation
der Linearisierung wird von ANpErson als verallge-
meinerte random phase approximation bezeichnet.
Unbefriedigend ist seine Annahme, daf} in den zur
Supraleitung fithrenden Wechselwirkungsgliedern
der Couroms-Anteil abgeschirmt auftritt; dies wird
damit begriindet, daf die Gleichungen der Bewegung
als zweiter Schritt in einer ,self-consistent“-Rech-
nung aufgefallit werden. Rickayzexn hat versucht,
diese Annahme in einem recht kompliziert verlaufen-
den Beweisgang zu rechtfertigen; dabei wird eine
nachtrigliche Abseparation der Plasmafreiheitsgrade
benutzt. Rickayzen schreibt dann die ANpERsoNschen
Gleichungen der Bewegung in die Form von Boco-
LyuBov-Operatoren um. Aus diesen gewinnt er direkt
unter Verwendung einer Methode von Nozieres und
Pines 13 (die verschieden ist von der in Nozieres
und Pives$) die longitudinale Dielektrizitatskon-
stante.

Demgegeniiber gehen wir in der vorliegenden Ar-
beit von einem Hamirron-Operator aus, in dem die
Plasmafreiheitsgrade absepariert sind. Dielektrizi-
tatskonstante und abgeschirmte Austauschenergie er-
geben sich, in einer Darstellung mit Zustéanden n, 0
von H,, nach der gewohnlichen random phase ap-
proximation, die insbesondere nach der diagramma-
tischen Methode von Brueckner und Gerr-Manw 10
fir ein dichtes Elektronengas vollig gesichert ist.
Erst bei der Bestimmung des Effektes des Wechsel-

12 Vergleiche K. Sawapa, K. A. Brueckner, N. Fukupa u.
R. Brour, Phys. Rev. 108, 507 [1957].
13 P, Nozieres u. D. Pixes, Nuovo Cim. 9, 470 [1958].
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wirkungsoperators H; in H, auf die Matrixelemente
der Dichteschwankungen machen wir von der ,,Ap-
proximation der Linearisierung der Gleichungen der
Bewegung® fiir die Teilchenpaar-Anregungen n” Ge-
brauch. Da diese Approximation keineswegs so gut
gesichert ist wie die gew6hnliche random phase ap-
proximation, erscheint es als befriedigender, daf} die
beiden random phase Approximationen hier in zwei
wohl voneinander getrennten Schritten und nicht wie
bei ANDERsON miteinander vermischt angewendet
werden. Der entscheidende Vorteil der in dieser Ar-
beit entwickelten Methode besteht aber darin, daf
die Gleichungen der Bewegung direkt fiir die Paar-
anregungen n’ aufgestellt werden und daf sie sich
auf sehr viel einfachere und tibersichtlichere Weise
als bei RickavzeN—ANDERsoN ergeben; insbesondere
erhdlt man automatisch die Abschirmung des Cou-
LomB-Anteils in den zur Supraleitung fiihrenden
Wechselwirkungsgliedern, so wie es der urspriing-
lichen Idee von BCS entspricht. Die konsequente
Durchfilhrung der Theorie auf dem Boden des
Barpeen—Pinesschen Hamivton-Operators in  der
Noziere—PiNesschen Formulierung wird durch die
Anwendung von WentzEL-Transformationen ermaog-
licht. Im Ergebnis stimmen die beiden Methoden im
wesentlichen miteinander uberein. Unsere Gleichun-
gen der Bewegung erweisen sich als identisch zu den-
jenig von Rickayzen, abgesehen von dem Glied mit
der ,direkten“ Couroms-Wechselwirkung, welches
hier fehlt. Dies riihrt daher, dafl der Elektronen-
Hamirron-Operator von AnpersoN—Rickayzex die
volle CouromB-Wechselwirkung enthalt, wahrend
in Hy, nur die Couroms-Wechselwirkung kurzer
Reichweite Hy, erscheint; dementsprechend sind die
Rickayzenschen Matrixelemente der Dichteschwan-
kungen im Vergleich zu unseren ,,abgeschirmt®. Auch
die nach den zwei Methoden gewonnenen Sitze von
Integralgleichungen fiir die Dielektrizitdatskonstante
sind dquivalent.

Von Rickayzen wird ¢(Q, £2) im Grenzfall hoher
Frequenzen £ explizit berechnet, mit dem Ergebnis:
e(Q,02) =1—wy%/2% Dies ist nichts anderes als
ein impliziter Nachweis der Giiltigkeit der Summen-
regel Gl. (5) fiir die korrigierten Matrixelemente
der Dichteschwankungen und damit ein Zeichen fiir
die Giite der Approximation der Linearisierung der
Bewegungsgleichungen; denn die obige Form fiir
£(Q, Q) erhalt man aus dem allgemeinen Ausdruck
(8) durch Entwicklung bis zum ersten Glied in
1/£22 und Anwendung eben dieser Summenregel (5).
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Mit Hilfe der Dispersionsgleichung (7) ergibt sich
dann wg=w, . Dariiber hinausgehend werden wir
hier auch das Glied zweiter Ordnung in 1/92 expli-
zit berechnen und auf diese Weise die Dispersion
der Plasmafrequenzen o, fiir kleine Wellenzahlen Q
in erster Ndherung gewinnen. Neu ist ferner die
Berechnung der abgeschirmten weitreichenden Aus-
tauschenergie I, .

Der Plan der Darstellung ist folgender. In Ab-
schnitt I werden die Gleichungen der Bewegung auf-
gestellt und aus ihnen die korrigierten Matrixelemente
der Dichteschwankungen gewonnen. Im Abschnitt 11
wird die Dielektrizitatskonstante ¢(Q, £2) mit Hilfe
der WenTzEL-Transformation bestimmt. Abschnitt I11
bringt die explizite Berechnung der Plasmafrequen-
zen w und damit der Nullpunktsenergie E des
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Plasmafeldes fir den supraleitenden wie den nor-
malen Zustand. Im Abschnitt IV schlieB3lich wird der
allgemeine Ausdruck fiir die abgeschirmte Austausch-
energie £, mit Hilfe von WeNTzEL-Transformation
umgeformt; es zeigt sich dann, daf} dieser Energie-
beitrag durch die Werte von ¢(Q.£2) zu allen Fre-
quenzen und Wellenzahlen gegeben ist. Die Differenz
der Werte von E, im supraleitenden und im norma-
len Zustand wird explizit berechnet.

I. Gleichungen der Bewegung
und Matrixelemente der Dichteschwankungen

Fafit man die Wechselwirkungsglieder H., und
H. in dem Hawmirron-Operator H, der Gl. (4) zu-
sammen. so erhdlt man fiir H; explizit

HO: Z € C;acka+%z V(k’ k’) c;’a'c—:"+qc C—l;+r,«—. Cro» (18)
k,o kK, q
mit Ve ) =vle )+ 75 [k =) (19)
und

v _s ist das abgeschirmte Matrixelement der Elek-
tron—Phonon-Wechselwirkung, w;. _;’ die Phononen-
frequenz, und f(k — k') der Abschirmfaktor fiir die
Couroms-Wechselwirkung, der fir |k—k'| < Q.
gleich 0 und sonst gleich 1 wird. Der Wechselwir-
kungsanteil des BCS-Operators H,.q ist durch die
Glieder mit ¢’= —0¢ und g =0 aus (18) gegeben.
und H, durch die Glieder ¢'= —0 und q=0.
Schreibt man H,. in die Form von y-Operatoren
um, so erhilt man u. a. Glieder mit y;, y;,. die zu
ciner simultanen Erzeugung von zwei quasi-Teilchen
mit Gesamtimpuls 0 aus dem Vakuum (hier der
Grundzustand vypeg) fiihren und damit bei Stérungs-
rechnung zu ,,gefdhrlichen® Energienennern Anlal3
geben. Nach Bocorsuov? wiahlt man deshalb die
»Mischungsparameter u; und v fiir die neuen
Fermi-Amplituden y [siehe Gl. (14)] so, dal} die
Koeffizienten dieser Glieder verschwinden. Auf diese
Weise gewinnt man eine Integralgleichung fiir diese
Parameter, deren triviale Losung dem normalen Zu-
stand entspricht und durch (12) gegeben ist und
deren nichttriviale dem supraleitenden Zustand ent-

sprechende Losung durch
wit=3(1+er/Er), vi=3(1—e/Er) (21)

gegeben ist, mit E; aus Gl. (15) und dem Energie-

vk, k') =h? vk |2/ [(ex —2)2 — (B wr_x)?] .

(20)

lickenparameter /i gleich

S e NV Iy
II\ ;V(K, k) uj vy, /T‘l (K, k) 2 E), =
(22)

Dann entsteht fiir H .

Hiea=Wo+ X Er (viovio + ia Vi)-  (23)
k

wo W die Energie von ypcx darstellt.

Fir das folgende ist es zweckméafig. einige von
AnpersoN und Rickavzen eingefiithrte Definitionen
zu benutzen. Die ,Infinitesimale erster Ordnung®.
fiir die Anperson seine Gleichungen der Bewegung
aufgestellt hat. lauten

op :C;+Q;‘ Crr» ég:c‘—k;c—k—();’

bQ Q _

(24)
* *
E=Ck-q e bk =CrrorCon-

Rickayzex definiert die vier ,, Kohirenz-Faktoren®

[(k,Q) =upup.q+viviigq-
n(k, Q) =upup.q—vivi.q-
m(k, Q) =u,vi.q+viug.q,
p(k, Q) =upv,.g—vrup.q,

(25)

und ferner die drei ,,kollektiven“ Variablen
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0(Q) = Z (019 +049).
7
Bk (Q) = Z V (K, k) (b;2+b,2),
-

Ak (Q) = Z V (K, k) (b2 - b?).

(26)

Die Konstruktion eines Ersatz-Hamirrox-Operators
fir Hy=H..q+H,;, dessen Wechselwirkungsanteil
H, also nur zu den Prozessen der simultanen Er-
zeugung (Vernichtung) oder der Erzeugung unter
gleichzeitiger Vernichtung je zweier Paar-Anregun-
gen n’ [siehe Gl. (16)] fithren soll, lduft nach
Bocovriusov darauf hinaus, die Produkte der Fermi-
Amplituden y.

ﬁ; (Q)=7;:+Q07/:.1= /3%‘+Q(_Q) =7k+Q17k0>

(27)
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als einheitliche Bose-Amplituden zu behandeln und
in der Wechselwirkung nur solche Glieder beizube-

halten. die in einer der drei Formen

51 (Q) B (- Q). i(Q) B — Q). 1 (Q) Br(Q).
(28)

geschrieben werden konnen. Um diese Glieder zu
gewinnen. formen wir H, wie folgt um

Hi=1 > 3 {642+ 59* B,(Q)
Q Kk
W + (bx2—5;9)* 4,(Q) } .

(29)

Schreibt man nun die in (29) enthaltenen Operato-
ren in die Form von y-Operatoren um und behalt
in ihnen nur die Produkte von y-s der Gestalt (27)
bei, so schreiben sich diese in der Form

Bx(Q) = D V(K. k) n(k, Q) [£:* (Q) +fr.o(—Q)],
k

Ax (Q) = — z VK, k) I(E,Q)[8:*(Q) —Br.q(—Q) ],
k

b2 +b,2=n(k, Q) [f:"(Q) +fr.e(—Q)]

Beim Einsetzen von (30) in (29) entstehen dann
offenbar nur Glieder der Gestalt (28). Der Ersatz-
Hamicron-Operator fir Hyeq in (23) ist durch

Hia=Wo+ Z v(Q) Bx*(Q) B (Q) (31)
k,Q

gegeben, da er die richtige Selbstenergie 7, (Q)

[(Hy, A" (Q)]=:(Q) 81" (Q) +3n(k, Q) Bx(Q) —31(k, Q) 4:(Q),
[HO! ﬂk+Q(—Q)] == '_vk(Q) ﬁk-«»Q(_Q) _%n(k5 Q) Bk(Q) _%l(ks Q) AL(Q) .

Genau genommen treten auf der rechten Seite von
(32) noch mit 0(Q) behaftete Glieder hinzu, die
den Rickayzenschen ,,direkten“ Couroms-Gliedern
entsprechen. Sie entstehen, wenn man in den vier-
fachen Produkten von Fermi-Amplituden ¢ in H,
je zwei nach den 0,9 und 9,9 der Definition (24)
zusammenfaBt, statt wie oben nach den 5,9 und b,°,
und jetzt in diesen Kombinationen nur Bestandteile
mit Bose-Amplituden (27) beibehilt. Da solche Glie-
der hier, im Unterschied zu Rickayzen, lediglich aus
H, entstehen und H;, keinen Beitrag liefert, konnen
wir sie fiir den betrachteten Fall sehr kleiner Wellen-
zahlen Q vernachldssigen.

Die korrekten individuellen Teilchenanregungen

(30)

;% — ;%= —1(k, Q) [A:*(Q) = fr.o(-Q) 1.

[sieche Gl. (17)] der Teilchenpaar-Anregungen n’
liefert. Die Gleichungen der Bewegung fiir die Bosk-
Amplituden (27) mit dem oben gewonnenen Ersatz-
Hawmicron-Operator fir H, ergeben sich im Falle so
kleiner Wellenzahlen Q. fiir die der Unterschied
zwischen V' (k, k') und V(k+Q. k' + Q) vernach-

lassigbar klein wird, zu

(32)

des Systems, die den £;*(Q) und f;.o(— Q) ent-
sprechen und im folgenden mit ;*(Q) und
Wi+ o(— Q) bezeichnet werden sollen, geniigen den
Bewegungsgleichungen

(Hy, " (Q)] =7 (Q) wi*(Q)
[(Hy, prso(= Q)] = —v1(Q) trs0(—Q).
Der ,,wahre* Grundzustand des Systems, mit

bezeichnet, ist dementsprechend durch die Bedingun-
gen

(33)

(= Q) yp=0

definiert. Entwickelt man nun nach dem Verfahren
von Rickavzen alle in den Bewegungsgleichungen

(34)
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(Q),
1. o(—Q), und setzt man diese Entwicklungen in
(32) ein. so erhilt man unter Benutzung von (33)

(32) vorkommenden Operatoren nach den 1,*

2 (k. K, Q)
ﬂl (k’ k,v Q) =

Ny und — Ly, sind hierin die Entwicklungskoeffi-
zienten der kollektiven Variablen B;(Q) bzw. 4,(Q)
nach den Operatoren ;" (Q). 7 ist eine kleine

GroBle. die am Schlul der Rechnungen gleich O ge-

N};’)‘« = Z V(k,, k”) n
w

L. TEWORDT

fiir die Entwicklungskoeffizienten a,(k, k’, Q) und

p1(k, k', Q) der Operatoren £,*(Q) bzw. f;.. o( — Q)
nach den Operatoren u;* (Q) :

= 61{,/{' =t %[n(k’ Q) Nkk' +l(k’ Q) L/.']\'I] /[W;'(Q) =+ i == "lr(Q)] L)
—3[n(k. Q) Ny —1(k, Q) Liy] /[ (Q) +in+v:(Q)]

(35)

setzt wird. Fiir die Koeffizienten N, und L, ge-
winnt man einen Satz zweier simultaner Integral-
gleichungen. wenn man 2, und f, in die aus (30)
entstehenden Gleichungen

(K, Q) [ (K", k, Q) + (K", k. Q) ].

(36)

L]\',/;‘ = Z V(k,e k”) l(k”, Q) [al (k”, kv Q) S /31 (k”’ k, Q) ]7
o

einsetzt. Das uns vor allem interessierende Matrix-
element der Dichteschwankung 0(Q) mit den Zu-
stinden 0 =1y, und n= ;" (Q) v, sei mit M, be-
zeichnet; es ist gegeben durch
My = Z m(k’, Q) [o,(K". k., Q)+ 5, (K. k. Q)].
¥ (37)
Bei Einsetzung von a; und f; aus (35) in die
Gln. (36) und (37) fir Ly, und M, entstehen
Summen tiber L;;; und N, . von denen die letzte-
ren Kopp]ungskoefﬁzienten mit Faktoren

1(k”, Q) n(k”,Q) = ( oy,

bzw.

(38)

L=V (k, k’) I(k, Q)+ Z V(K k”) g (vi+in) Ly,
=

m(k”.Q) n(k”, Q) = L

i I £
SEVE L - (g &

+ 1 & 4 q)

enthalten. Es lafit sich zeigen, dafl im Falle des
BCS-Modells fiir V' (k, k') [siehe Definition (60)]
die Summen tber N, wegen der in den Faktoren
(38) enthaltenen zur Fermi-Kante antisymmetrischen
Brocu-Energien ¢ verschwinden. Da wir spater
dieses BCS-Modell verwenden werden, lassen wir
diese Summen im folgenden der Einfachheit halber
aus; die weitere Rechnung 146t sich ohne Schwierig-
keit auf den allgemeineren Fall iibertragen. Man
erhdlt dann

M.=m(k, Q) + Zh;\.'(vk+i1]) L. (39)
=

Hier haben wir v an Stelle von 7, (Q) geschrieben, da wir im folgenden immer dasselbe Q betrachten,

und die Abkiirzungen
gr(r+in) =38k, Q) (

hp(v+in) =

41 77;1A

3m(e Q) 10 Q) (0 + )

1
1-?577;%;7{-7;.:)’ (40)

1+H7 v+in+rg

benutzt. Es ist niitzlich, im weiteren L;; als Funktion von (»+#) mit beliebigem » an Stelle von » =,

zu betrachten. Wir machen den Ansatz

Lix(v+in) =

V(ka k’) l(k3 Q) ak//.'(v"}' i 77) [}

41)

so daB} die neu eingefithrte Grole a;; (v+1i7) sich aus der Integralgleichung

app(v+in) =1+ Z

kll) 174 (ku
V(k, k)

g’i)gk”(v+i77) ay g (v 4in) (42)
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bestimmt. Aus (42) entnimmt man, daB a;; symmetrisch in k und K ist; denn durch Iteration gewinnt

man fir die n-te Ndherungsl6sung

V(k, k) V(ky, k) -

V(kmk)

a® =1+.. Z

.....

und V (k, k') ist symmetrisch in kK und k’. Daher
muB a;; auch der Integralgleichung
I/ k k’/ k/l k/

GAL—1+Z : (l ,f,)- g ayye (44)

geniigen. Mit dem Ansatz (41) erhalt man fiir M,
aus (39)

My=m(k,Q) +1(k,Q) Br(vi+in),
wo fi (v +1i7n) durch die Gleichung
Brtrvin) = SV () b 0 im)ays (v +i)

(46)
definiert ist. Ersetzt man in (46) a;; mit Hilfe von
(44), so entsteht fiir §;, die Integralgleichung
Br(v+in) = ZV('C k) (hy(v+in) (47)

+gr (v+in) fr(v+in)).
Der Unterschied des Matrixelementes mit ,,korrek-
ten“ Eigenzustinden n, 0, (0(Q))n0, gegeniiber
demjenigen mit BCS-Zustanden, (0(Q)) o , betriagt
also nach Gl. (45) I(k,Q) - Bu(vi+in), wo fy
sich aus der Integralgl. (47) bestimmt.

L P
(h.Q)2 2 7

(45)

Max (vg)

Min (vg)

V(k k' k1+++8kn, (43)

II. Longitudinale Dielektrizititskonstante

Die Berechnung der longitudinalen Dielektrizitits-
konstanten ¢(Q, ) nach der allgemeinen Formel
(8) der Einleitung erfordert die Auswertung der
Summe

> (@) |2

h wno

(R Q2)2— (k wno)?

— Z [
Die bei Einsetzung von M}, aus Gl. (45) sich hieraus

ergebenden Summen iiber k lassen sich mit Hilfe
der Beziehung

(48)

(7'19)2 2

Vs 1 P

e T —zné(x) (49)

(P bedeutet den Hauptwert und 6 die 6-Funktion)
in Integrationen umformen, was man als WEeNTZEL-
Transformation bezeichnen kann:

& ¥ 2 1
e \Sm{ (hQ2)2—»2 [ Zm (k, Q) (v+ny—v1. v+i7}+v;) (50}

th(HLn) (ﬂk(v+m) +(Br(v+in)) )+ng(V+zn)|ﬂk(V+m)|2 ]}

Dabei haben wir die Definitionen (40) fiir gz und
hj. benutzt. Jm bedeutet den Imaginarteil. Das In-
tegral erstreckt sich iiber das Intervall <Min(v;);
Max (v;) > der reellen »-Achse, welches genau die-
jenigen Werte von »; umfafit, fiir die My verschie-
den von O ist. Eine genauere Untersuchung zeigt,
daB Min (v;) =2 ¢, ist, wo &, die konstante Energie-
liicke von BCS [siehe Definition (61)] darstellt,
und daB Max(v;) fiir groBe Werte von Q in das
h wpax =h2(2 kr Q + Q%) /2 m des normalen Zustan-
des 12 iibergeht. Da wir im folgenden kleine Werte
von Q (wo h kp Q/m < wyp) und grofle Werte von
Q (wo Q~w,) betrachten werden, so dafl Q2 weit
groBer als Max (v) ist, 1aBt sich das » in dem Fak-
tor »/[ (h 2)2 —»?] des Integranden von (50) durch

(v+imn) ersetzen; denn der Imginirteil des entste-

henden Ausdrucks liefert dann wegen (49) keinen
Beitrag, und der Realteil ist gleich dem urspriing-
lichen Ausdruck.

Zunichst zeigen war, daf} die in (50) unter dem
Imaginirteil-Zeichen m auftretenden letzten beiden
Summen

X=>he "+ D &l Brl? (51)
: % %
zusammen genommen reell sind und demnach kei-
nen Beitrag liefern. Ersezt man in (51) das ;" in
der ersten und zweiten Summe mit Hilfe der Inte-
gralgl. (47) fiir fy, so entsteht

X= bV (k. K) (hy + gy Br)
k, Kk’
+ 3 e BV (I, K (g + g Br)»
kK

(52)
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und man erkennt nun ohne weiteres, dal X reell ist.
Das Integral iiber die verbleibenden beiden Sum-
men laBt sich mit Hilfe der Beziehung

JIm(z) = (z—2%) /21

in das Umlaufintegral iiber C; (siehe Abb. 1) ver-
wandeln, da bei der Bildung des konjugiert Kom-
plexen sich lediglich alle Argumente (v+i%) in
(v —i7) verwandeln. Vor das Integral iiber C; tritt
dann der Faktor 37, und an Stelle von (v+i7) ist
die komplexe Variable v zu setzen. Das Umlauf-
integral tiber C, ist gleich der Differenz der Inte-
grale iiber C; und C,; dabei fithrt C; tiber die imagi-
nire Achse. und C, ist der Umlauf um den Frequenz-
Pol bei & 2 (siehe Abb. 1). Das Integral iiber die
imaginidre Achse verschwindet aber wegen des Fak-
tors » im Integranden, da alle anderen Groflen nur
von »? abhdngen. wie man aus (50), (47) und (40)

wird demnach gleich

- > R wno — 1
S (e(Q)no (h Q)2— (h wno)? ’”'C{ v

= Z m2(ka Q)
k

n

Die Dielektrizititskonstante £(Q, £2) ergibt sich,
wenn man Gl. (53) in Gl. (8) einsetzt. Die Groen
h). und g; sind dabei durch die Definitionen (40)
gegeben, und £ bestimmt sich aus der Integralgl.
(47). Die erste Summe auf der rechten Seite von
(53) entsteht, wenn an Stelle der (0(Q)).o die
Matrixelemente mit BCS-Zustanden, (0(Q)), o , auf
der linken Seite von (53) genommen werden; dem-
nach stellt die zweite Summe auf der rechten Seite
gerade die durch Beriicksichtigung des Wechselwir-
kungsanteils H; in H verursachte Korrektur dar.

A= S m2 (e, Q) v+ Y m(le, Q) (k. Q) YV (k. k) m(K. QLK. Q)
k k K’

I
(h Q)22 l -

L. TEWORDT

Min(vg) Max(v,)

e

17 ?g

Abb. 1. Integrationswege C,;, C, und C; in der komplexen
r-Ebene.

entnimmt. Das Umlaufintegral tiber C, ldBt sich
nach der Residuenmethode auswerten. Das Ergebnis
der Summation tiber die Zustande n in (48), (50)

m (k. Q)

et 2 () Br(v) } (53)
‘ k

o

Vi 0
s + THRD AR 2).

III. Dispersion der Plasmafrequenzen

In der Einleitung haben wir gesehen. dal} die Be-
stimmung der Dispersion der Plasmafrequenzen wq
fiir kleine Wellenzahlen Q die Berechnung der Di-
elektrizitdtskonstanten ¢(Q. ) bis zu Gliedern
zweiter Ordnung in 1/£2?% erfordert. Um diese Glie-
der zu erhalten, entwickeln wir sdmtliche von Q
abhingigen Groflen auf der rechten Seite von Gl
(53) nach Potenzen von 1/0%. wobei wir die De-
finitionen (40) fir gj, hy sowie die Integralgl. (47)
fur §;. benutzen. Dann entsteht fiir den Koeffizienten
des Gliedes mit 1/(k £2)2 der Summe (53). den wir

mit A, bezeichnen wollen,

(54)

Setzen wir nun wie bei Ableitung der Gleichungen der Bewegung so kleine Wellenzahlen Q voraus, dal3

Vik+Q.k +Q) =V (k,K) gesetzt werden kann, so laBt sich mit Hilfe der Beziehung (22) fiir den

Energieliickenparameter und der Identitdten

1 <k &
v m2(k, Q) = | (—E,_—*z -

mmmumm=;(g+gj)

; <7SI:+Q .. . ) (€A‘+Q'*£k) .

der Ausdruck (54) in die Gestalt bringen

% ) (€k+Q—€k) B (Ik+1k+Q) ( &

BT
k

Ii+ @
b zE“Q)? (55)

56
Er.qQ Ej; W
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Fir den Koeffizienten des Gliedes mit 1/(% £2)* der Summe (53), mit A, bezeichnet, erhilt man

A= Y m2(k, Q) v+ 3 m(k, Q) L(k, Q) V (k, k') m(K', QU(K', Q) (2 +,2)
k k, k'

(57)

+ > m(k, Q) l(k, Q)V (k. k') B(K, Q) v V(K. K') m(K”. Q) L(K". Q) .

KELE

Benutzt man wieder (22) und ¥ (k+Q, k' + Q) =V (k, k') sowie (55), so entsteht daraus (die ungestri-
chenen Groflen bedeuten Werte zur Wellenzahl K und die gestrichenen Werte zur Wellenzahl k + Q)

Ay= ;g(;%g) (¢ —e)*+ ;g(g 2) € o) [E+E) - (¢~ 0)]

) N1 r
B kZ(I+I) (2’E"+ 2F

)(E+E’)2+ ; (I+1)? —;7(1+

e +IT (58]

L ) (E+E).

Dieser Ausdruck ldft sich durch einige Umformungen, die wir aus Mangel an Raum hier nicht bringen
konnen, betrachtlich vereinfachen, mit dem Ergebnis

Ek+Q
Ek+Q

A2=;§(

Soweit haben wir alle Rechnungen ganz allgemein,
mit beliebigem Matrixelement V (k, k"), durchge-
fithrt. Der Einfachheit halber legen wir von nun an

das Modell von BCS fiir ¥ (k, k") zugrunde, wonach
V(k,k')= —V fur [(‘Zkl, [8k1|<hwph (60)

und sonst gleich 0 ist. —V ist das gemittelte Matrix-
element V (k, k"), und wpy ist eine mittlere Phono-
nenfrequenz. Aus der Beziehung (22) fiir den Ener-
gieliickenparameter /; entnimmt man dann, daf

(61)

und sonst gleich 0 wird. ¢, ist die von BCS einge-
fiihrte konstante Energieliicke. Wegen (61) ver-
schwindet die zweite Summe in GIl. (59). Die ver-
bleibenden Summationen in (56) und (59) iber
die Wellenzahlen K verwandeln wir in Integrationen

iiber sin?d?de mit Q als Polarachse und iiber

dej, wo

I =const=¢, fiir |&;| <h wpy

Rk — k)

2m

(62)

& =

die Brocu-Energie eines freien Elektrons der Wellen-

/2 A wpn

A= ,#2,,/51;”9 dd w () /dsk (Ek+0
0 —w($)—h wpn
Hier haben wir von der Beziehung
N(0) =3 N/2 m vp? (66)

zwischen Zustandsdichte NV (0) und Elektronendichte
N Gebrauch gemacht. In analoger Weise 146t sich
die erste Summe in Gl. (59) auswerten; man hat

— 5 (. 0—£1)3 1 (Iki@ _
Ek)(£k+0 &) %+ ; = ( Er o

zahl K relativ zur FErmi-Kante ist. Vor dem Integral
tritt dann der Faktor N (0)/4 & auf, wenn N (0) die
Zustandsdichte pro Energieeinheit an der Fermi-
Kante bedeutet. Da wir nur Werte von Q betrachten,
die sehr viel kleiner als kr sind, gilt angendhert

(63)
(64)

k=& +w(P)
w(P) =k vp Q cos ¥

mit
vp bedeutet die Elektronengeschwindigkeit an der
Fermr-Kante. Man erkennt nun leicht, dal bei gege-
benem (positivem) w(¥) der Faktor (ex.q/Ex.q
—¢1/Er) in den Summanden von (56) und (59)
nur dann von 0 verschieden ist, wenn ¢; in dem
Intervall < —w(¥) —h wpn; R wpn> liegt; denn
auflerhalb dieses Intervalls werden nach (61) I
und /. ¢ , beide gleich 0, also wird

|ex/Ex| = |ex.o/Exra| = 1.

und &i/E; und ¢, /Ex,q erhalten gleiches Vor-
zeichen. Damit entsteht fiir 4, nach Gl. (56)

al2

ek \ _ : w2 (9) = VRO
) N(O)O/smz‘}dﬂw (9) = X! (65)

Ex

lediglich das w(??) des ersten Integranden in (65)
durch w3(¥#) zu ersetzen. Das Ergebnis lautet

Ay=3 (RorQ)* NR*Q*/2m. (67)

Aus den Gln. (8), (53), (65) und (67) erhalt man
dann fiir die Dielektrizitatskonstante
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£(Q,0Q) =1—0,2/Q — 3§02 Q2 ,2/Q% ... . (68)

Die Punkte deuten Glieder hoherer Ordnung in Po-
tenzen von 1/£? an.

Die Werte der Koeffizienten 4, und A, fiir den
Normalzustand ergeben sich, wenn man die Energie-
lickenparameter /; und /., ¢ in (56) und (59) und
dementsprechend in (65) gleich O setzt. [Fiir den
im Normalzustand giiltigen Losungssatz (12) der
»Mischungsparameter* u; und v, wird ja nach Gl.
(22) I) gleich 0.] Offenbar werden aber dadurch
die Werte von A; und A, und damit die Entwick-
lung (68) fir ¢(Q,{2) nicht geindert. Es sei be-
merkt, dafl (68) mit der Entwicklung des von
Hussarp '* explizit angegebenen Ausdrucks fiir den
Realteil der Dielektrizitatskonstanten des {freien
Elektronengases tibereinstimmt. Aus der Dispersions-
gleichung (7) erhélt man durch Einsetzung von (68)
fir die Plasmafrequenz « zu kleinen Wellenzah-
len Q in erster Naherung

(69)

Dieser Wert der Plasmafrequenz wird also durch
den Ubergang normal-supraleitend nicht beeinflufit.

wo®=wy?+ $vp? Q3.

IV. Abgeschirmte Austauschenergie

In diesem Abschnitt soll die Anderung der abge-
schirmten weitreichenden Austauschenergie E, beim
Ubergang vom normalen zum supraleitenden Zu-
stand bestimmt werden. Die in Gl. (10) fir E, ent-
haltene Summe iiber die Zustande n unterscheidet
sich von derjenigen in Gl. (8) fiir ¢(Q, £2) durch
einen zusitzlichen Faktor % w,o im Summanden. Da-
her tritt bei der Umformung dieser Summe mit Hilfe
von WENTzEL-Transformation an Stelle des Faktors »
unter dem Integral in Gl. (50) ein Faktor »* auf
(ferner ist das {2 durch wg zu ersetzen), und alle
weiteren Uberlegungen gelten unverindert wie in
Abschnitt II, bis auf einen wichtigen Unterschied.
Stellt man namlich das hieraus entstehende Umlauf-
integral iiber C; wieder als Differenz der Integrale

o[ &
3 (e —e) (E, E)

vi’-{—ﬁ(s'—s)‘-’ + ;

s 1 1
*"o'(E I E')

g0) =3
k

!

14 J. Hussarp, Proc. Roy. Soc.. Lond. A 243, 336 [1958].

R (;’,’ ;) [(¢—e)?— (E+E)?]
[v*+ (E+E)?] [v*+ (¢ —#)?]

_ 22 ' E+E r )y _py
o ErE): T V[; 2E (v + (E+E)? |l V2.

L. TEWORDT

iber C; und C, (siehe Abb. 1) dar, so verschwindet
das Integral iiber C5 wegen des Faktors »* an Stelle
von ¥ jetzt nicht. Formt man die Integration iiber
C; durch die Substitution »=iv (v reell) in eine
solche iiber die reelle Achse um, und wertet man das
Integral iber C, um den Plasmapol bei v=% wq
mit Hilfe des Residuensatzes aus, so erhdlt man

D 1((Q))no |2 (R ) ?/ [(hwe)® — (K w)?]

+o00
e _ 1 ,,v,z,,
-2 % n_/ s @) 5 (70)

8me
wo @ (v) durch
p) = & [6(Q,iv) 1]

— Yk
= Xmt e Q) 51

(71)

— 3 hi(iv) Biliv)
k

._+_:‘

definiert ist. Da hier lediglich der Unterschied zwi-
schen E, im supraleitenden und im normalen Zu-
stand interessiert und, wie wir im vergangenen Ab-
schnitt gesehen haben, die Plasmafrequenz w¢ durch
den Ubergang nicht beriihrt wird, kommt es nur
mehr darauf an, die Anderung von ¢ (v) fiir alle
Werte von v zu berechnen.

Nimmt man wieder die Giiltigkeit des BCS-Modells
(60) fiir die Wechselwirkung ¥ (k, k") an, so wird
aus der Integralgl. (47) eine lineare algebraische
Bestimmungsgleichung fir f;. Man erhalt dann fiir
die zweite Summe auf der rechten Seite von Gl. (71)
V] X hr(iv)

kcB

1+VYer(iv) 2]
kcB

— Dl hi(iv) Br(iv) =
%

k c B bedeutet: k liegt in dem durch die Bedin-
gung | & | <k w,y gegebenen Bereich B des k-Raums.
—V ist das konstante und nur fiir innerhalb des
Bereiches B gelegene Wellenzahlen k und Kk’ von 0
verschiedene Matrixelement V (k, k’). Fiihren wir
die in (40) definierten Groflen h; und gx in (72)
ein und formen die erste Summe in (71) mit Hilfe
der Beziehung (55) um. so ergibt sich fir ¢ (v)

(73)

1y 8‘?'*,‘%2,) E+E
| Ly 730
v+ (E+E)?
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Dabei haben wir benutzt, daB8 alle bisherigen Er-
gebnisse unter der Voraussetzung so kleiner Wellen-
zahlen Q abgeleitet wurden, fiir die angenihert
Vik+Q,kK' +Q) =V (k,k’) gilt. Dies bedeutet
aber im Falle des BCS-Modells Gl. (60) fiir V' (k, k'),
daB der durch die Bedingung |ex,q| < hwpn be-
stimmte Bereich B’ des k-Raums praktisch mit B
zusammenfallen muf}. Aus diesem Grunde ist es er-
laubt, in den letzten drei Korrekturgliedern von (73)
nur iber Wellenzahlen K aus dem Durchschnitt der

den Ausdruck

- v 1 (0 _fi> (er+Q=2)
¢ ) = ; 2 (Ek+Q Er) v*+ (sk+Q—er)?2

k

Setzt man in den beiden letzten Korrekturgliedern
von (75) Mittelwerte 1/3 (h vp Q)2 fiir (ex,q—éx)?
ein, so heben sich diese Glieder gegenseitig auf. Die
erste Summe iiber k in (75) 1aBt sich ebenso wie
die Summen (56) und (59) durch Integration aus-
werten. Da beim Ubergang zum normalen Zustand
durch Nullsetzen der Energieliicke ¢, der Wert dieser
Summe sich nicht dndert, haben wir das abschlie-
Bende Ergebnis: die Werte von ¢ (v) im supraleiten-
den und im normalen Zustand sind miteinander
identisch, und das gleiche gilt damit nach den Gln.
(10) und (70) auch fiir die zur betrachteten Wellen-
zahl Q gehorige Komponente der abgeschirmten
weitreichenden Austauschenergie E, .

V. Diskussion

Wir haben gesehen, dal man die Effekte der
Couroms-Wechselwirkung grofler Reichweite bei der
Supraleitung in sehr einfacher und ibersichtlicher
Weise auf der Basis der kollektiven Methode bestim-
men kann. Dies entspricht den physikalischen Grund-
lagen dieser Methode, die ja darin bestehen, daf}
normalerweise die durch die Couroms-Wechselwir-
kungen groBer Reichweite hervorgerufenen Plasma-
schwingungen eingefroren sind und zwischen den
Elektronen fast nur CouvrLoms-Wechselwirkungen kur-
zer Reichweite effektiv wirksam werden. Die Ergeb-
nisse sind: die Plasmafrequenzen und die Kompo-
nenten der abgeschirmten Austauschenergie zu klei-
nen Wellenzahlen Q (mit vp Q < wp,) werden durch
den Ubergang normal-supraleitend nicht beeinfluBt.

"t (skeq—en)®
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Bereiche B und B’ zu summieren, was durch Striche
an den betreffenden Summenzeichen angedeutet wird.
und dementsprechend I;,o=1;=¢, zu setzen. Die
ungestrichenen Groflen in (73) bedeuten Werte zur
Wellenzahl k und die gestrichenen Werte zur Wel-
lenzahl K + Q. Durch eine Reihe von Umformungen
unter wesentlicher Verwendung der Beziehung (22).
die wir der Kiirze halber auslassen miissen, gewinnt
man aus Gl. (73) mit der Abkiirzung

Ex+Er+Q

ki - 74
Ex Ek+Q[v*+ (Ex+Ek+Q)%] g

wy =

rogment o )RR 0T )
0w %’wk(v2+(ek+g—ek)2 )

(75)

Es ist anzunehmen, daf} dies um so mehr fiir grofle
Wellenzahlen Q richtig ist, da ja dann die iiber-
wiegende Mehrheit der Paaranregungen im supra-
leitenden und normalen Zustand miteinander iden-
tisch werden. Die Beriicksichtigung der Nullpunkts-
energie des Plasmonenfeldes und der abgeschirmten
weitreichenden Austauschenergie dndert also nichts
an dem Ergebnis von BCS fiir die Kondensations-
energie des supraleitenden Zustandes beim absolu-
ten Nullpunkt der Temperatur, und die aus dem
BCS-Resultat gezogenen Schlufifolgerungen bleiben
richtig; insbesondere ist hiermit das ,,Gesetz der
korrespondierenden Zustinde“ y T .2/Hy?*=0,170 ge-
meint (7, = Sprungtemperatur, H,=kritische Feld-
stirke bei 0 °K, C,, =y T = spezifische elektronische
Warmekapazitat im Normalzustand). Es sei betont,
dal} unser Ergebnis keineswegs selbstverstindlich ist.
Die beobachtete Kondensationsenergie ist von der
Groflenordnung 1078 eV/Elektron, wihrend die hier
behandelte weitreichende Couroms-Korrelationsener-
gie absolut genommen von der Groflenordnung
107! eV/Elektron ist, und es wire durchaus mog-
lich, daB der Ubergang normal-supraleitend zu
einer so kleinen Differenz in der betrachteten Kor-
relationsenergie Anlal gibt, wie sie der Kondensa-
tionsenergie entspricht. In der Tat basiert der fri-
here Versuch einer mikroskopischen Theorie der
Supraleitung von Heisexserc !* und Korpk 16 gerade
auf den langwelligen Komponenten der Couroms-

15 'W.Hgisenserc, Two Lectures, Cambridge Univ. Press 1948.
16 H. Koeee, Ergebn. exakt. Naturw. 23, 283 [1950]; Z. Phys.
148, 135 [1957].
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Wechselwirkung. Es sei hier noch auf einen physi-
kalischen Gesichtspunkt bei der Interpretation un-
serer Ergebnisse hingewiesen: die Gleichheit der
Plasmafrequenzen im normalen und supraleitenden
Zustand besagt offenbar, dal} die besondere Art der
weitreichenden Ordnung der Elektronen im supra-
leitenden Zustand (mit einer Korrelationsreichweite
in der GréBenordnung von 107% ¢cm) keinen Einfluf}
auf die davon vollig verschiedene weitreichende Ord-
nung der Elektronen im Plasmaeffekt hat.

Die vorgenommenen Approximationen betreffen
allein den HamiLron-Operator

H('l:HA'+H>r+H\'+Hrp

der Elektronenbewegung. wenn man absieht von
der grundlegenden ..random phase approximation®,
die aber fiir ein dichtes Elektronengas vollig ge-
sichert ist. Es ist wichtig, sich iiber diese Approxi-
mationen Rechenschaft abzulegen; darum seien sie
im folgenden zusammengestellt. Zundchst 1at man
das periodische Gitterpotential aufler acht, so da3 H
die Summe der Energien freier Elektronen darstellt.
Ferner vernachldssigt man vollstindig die durch
virtuellen Plasmonen-Austausch entstehenden abge-
schirmten Austausch- und Korrelationspotentiale
H.,; allerdings wird in dieser Arbeit der Erwar-
tungswert von H,, im Grundzustand von

Hy—H,+H,+H,.

also die abgeschirmte weitreichende Austauschener-
gie, berechnet. Weiter beschreibt man die CouLoms-
Wechselwirkung kurzer Reichweite H,, und die
durch virtuellen Phononen-Austausch hervorgerufene
Wechselwirkung H, durch ein gemeinsames Matrix-
element V (k, k') und beriicksichtigt hiervon ledig-
lich die Wechselwirkungen zwischen Elektronen-
paaren mit Gesamtspin 0. Wahrend die longitudi-
nale Dielektrizititskonstante ¢(Q,2) zu hohen
Frequenzen 2 und somit die Dispersion der Plasma-
frequenzen im wesentlichen mit allgemeinem Matrix-
element V (k, k') berechnet wird, legen wir bei der
Berechnung der Dielektrizitatskonstanten zu simt-
lichen rein imaginiren Frequenzen 2 =iv (v reell)
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und damit der abgeschirmten Austauschenergie das
BCS-Modell eines konstanten und ,,abgeschnittenen*
Matrixelementes zugrunde. Entscheidend wichtig ist
die ,,Approximation der Linearisierung der Glei-
chungen der Bewegung*, mit deren Hilfe der Effekt
der von BCS vernachldssigten Wechselwirkungen
zwischen Elektronenpaaren mit einem von 0 ver-
schiedenen Gesamtimpuls in Rechnung gesetzt wird.

Wie weitgehend die obigen Approximationen sind,
wird ersichtlich, wenn man zum Normalzustand
ibergeht: dann entstehen aus den BCS-Paaranregun-
gen wie auch aus den korrigierten Eigenlésungen zu
H, gewohnliche Svater-Determinanten mit Wellen-
funktionen freier Elektronen. In Wirklichkeit wer-
den im allgemeinen die Wellenfunktionen des nor-
malen Zustandes, und natiirlich auch die des supra-
leitenden Zustandes, erheblich durch Gitterpotential,
H,; und H,, beeinflufit. Da aber hier lediglich nach
den Differenzen der Plasmafrequenzen bzw. der ab-
geschirmten Austauschenergie fir normalen und
supraleitenden Zustand gefragt ist, darf man hoffen,
daf} sich hierfiir im wesentlichen dasselbe ergeben
wiirde, wenn man an Stelle des oben beschriebenen
Modells einen realistischeren Hamirrox-Operator der
Elektronenbewegung zugrunde legt.

Der entscheidendste Schritt zu einer Verbesserung
bestiinde darin, die Couroms-Wechselwirkung kur-
zer Reichweite richtig zu erfassen. Die Losung dieser
schwierigen Aufgabe wiirde, zusammen mit der Be-
riicksichtigung des Gitterpotentials, insbesondere zu
einem befriedigenderen Kriterium fiir Supraleitung
als demjenigen von BCS fihren. Der Einflul der
von der weitreichenden CouLoms-Wechselwirkung
stammenden Austausch- und Korrelationspotentiale
H,, auf die Elektronenbewegung darf daneben wohl
zunichst vernachldssigt werden, da diese Potentiale
wegen der Abseparation der Plasmafreiheitsgrade
stark abgeschirmt sind.

An dieser Stelle mochte ich den Herren Professoren
J. Barbeen (Urbana, Illinois) und W. Franz (Hamburg)
sowie Herrn Dr. G. Rickavzex (Liverpool) fiir wertvolle
Anregungen und Diskussionen danken. Dr. Rickayzen

stellte mir ein Manuskript seiner Arbeit vor der Ver-
offentlichung zur Verfiigung



